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 صفحه مختصات

            

 

 

 

 

 

 

 

 

)را طوری بیابید که نقطه  𝑚مثال( 
𝑚 − 1
2 − 𝑚

 هارم صفحه مختصات باشد.در ربع چ (

 پاسخ: 

          𝑚 − 1 > 0    𝑚 > 1 

  اشتراک    𝑚 > 2  

     2 − 𝑚 < 0    𝑚 > 2 

 

]را طوری بیابید که نقطه  𝑚مثال( 
2 − 𝑚
4 − 𝑚

 ها باشد. 𝑥روی محور  [

Ι ΙΙ 

ΙΙΙ ΙV 

}  ربع اول
𝑥 > 0
𝑦 > 0

   

 

} ربع دوم
𝑥 < 0
𝑦 > 0

   

    

                     

} ربع سوم
𝑥 < 0
𝑦 < 0

 

 

     

                    

} ربع چهارم
𝑥 > 0
 𝑦 < 0
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 آنها صفر است. (𝑦)ها هستند مختصه دوم  𝑥پاسخ: نقاطی که روی محور 

4 − 𝑚 = 0   𝑚 = 4 

 قطه در صفحه مختصاتفاصله دو ن

 

 

𝐴𝐵 = √(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴)2 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴)2 

 

 

]مثال( فاصله نقطه 
−3
4

 از مبداء مختصات را بیابید؟ [

3−)√   پاسخ: − 0)2 + (4 − 0)2 = √9 + 16 = √25 = 5 

 

 قرینه یک نقطه نسبت به خط یا نقاطی دیگر

]قرینه نقطه 
𝑥
𝑦]  نسبت به محور𝑥 ا، نقطه ه[

𝑥
−𝑦] .است 

]قرینه نقطه   
𝑥
𝑦]  محورنسبت به 𝑦   ،نقطهها  [

−𝑥
𝑦  است. [

]قرینه نقطه  
𝑥
𝑦]  به مبدا مختصات، نقطه نسبت[

−𝑥
−𝑦] .است 

]قرینه نقطه  
𝑥
𝑦]  به خط نسبت𝑥 = 𝑎  نقطه[

2𝑎 − 𝑥
𝑦

 است. [

𝑦به خط   = 𝑏   نقطه  [
𝑥

2𝑏 − 𝑦] .است 

]قرینه نقطه 
𝑥
𝑦]  به نقطه نسبت[

𝑎
𝑏

]، نقطه  [
2𝑎 − 𝑥
2𝑏 − 𝑦

 است. [

]قرینه نقطه  
𝑥
𝑦]  به خط نسبت𝑦 = 𝑥  نقطه ،[

𝑦
𝑥

 است. [

𝑥 

A  

 B 
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]قرینه نقطه  
𝑥
𝑦]  به خط نسبت𝑦 = −𝑥  نقطه ،[

−𝑦
−𝑥

 است. [

]دوران نقطه 
𝑥
𝑦]  درجه پاد ساعتگرد، نقطه  90حول مبدا مختصات به اندازه[

−𝑦
𝑥

 را می دهد. [

]دوران نقطه    
𝑥
𝑦]  نقطه ساعتگرد ، درجه 90حول مبدا مختصات به اندازه [

𝑦
−𝑥

 را می دهد. [

]دوران نقطه    
𝑥
𝑦]  درجه ، نقطه  180حول مبدا مختصات به اندازه[

−𝑥
−𝑦] .را می دهد 

 

 مختصات وسط پاره خط

 باشد،  𝐴𝐵وسط پاره خط  𝑀* اگر 

 

 

 مانند شکل روبرو به سه قسمت مساوی تقسیم شود 𝐴𝐵اگر پاره خط  *

جزوه کامل را در فایل اصلی 

 ببینید.

 

 

𝐴مثال( اگر  [
1
1

𝐵و  [ [
3
5

𝐶و  [ [
6
0

 چقدر است؟ 𝐶𝑀شند، طول میانه سه راس یک مثلث با [

 را پیدا می کنیم 𝐴𝐵پاسخ: ابتدا وسط پاره خط 

𝑀 [

1 + 3

2
1 + 5

2

]   M [
2
3

] 

𝐶𝑀 = √(6 − 2)2 + (3 − 0)2 = √42 + 32 = 5 

{
𝑥𝑀 =

𝑥𝐴 + 𝑥𝐵

2

𝑦𝑀 =
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵

2

 

P 

 A 

 N B  
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𝒚     معادله استاندارد خط = 𝒂𝒙 + 𝒃  

𝑎 (ضریب 𝑥  )شیب خط است. 

𝑏 عرض از مبدا است. 

2𝑦ه در خط به معادلمثال(  − 𝑥 =  ، شیب و عرض از مبدا را بیابید؟ 6

 پاسخ: معادله خط را به فرم استاندارد درمیاوریم.

 

 2𝑦 = 𝑥 + 6 

 {
شیب =

1

2

ازعرض مبدا = 3
 

÷ 2  y =
1

2
𝑥 + 3    

 

𝑦ها ) پس برای محاسبه آن  𝑥* طول از مبدا: یعنی نقطه تلاقی خط با محور  =  می گذاریم(  0

𝑥ها ) پس برای محاسبه آن 𝑦ی نقطه تلاقی خط با محور یعنعرض از مبدا:  * =  می گذاریم( 0

3𝑦مثال( طول از مبدا و عرض از مبدا خط به معادله  − 2𝑥 = را بیابید و سپس مساحت مثلثی که خط با محورهای مختصات  6

 می سازد را بیابید.
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𝐲    نیمساز ربع اول و سوم = 𝐱 

 است. 1 مساوی باشیب 

 است. 0 برابردا عرض از مب

,𝑥تمام نقاطی که روی این خط هستند  𝑦 .شان برابر است 

,𝑥پس معادله خط در واقع رابطه ای بین  𝑦  بیشمار نقطه ای است که روی

 آن خط قرار دارند.

 

 نیمساز ربع دوم و چهارم

 است 1- مساوی باشیب 

 صفر است.عرض از مبدا 

,𝑥تمام نقاطی که روی این خط هستند،  𝑦  .شان قرینه اند 

همانطور که در اینجا هم تایید می شود، معادله خط ، رابطه ای بین مختصات 

بیشمار نقطه ای است که روی آن خط هستند. و هر نقطه روی یک خط ، در 

 آن معادله خط صدق می کند.

 

 

]نقطه  𝑎مثال( به ازای کدام مقدار 
𝑎 + 1

𝑎

2

𝑥روی خط به معادله  [ + 2𝑦 =  است. 5

 پاسخ:

 

𝑎 + 1 + 2 (
𝑎

2
) = 5    2a + 1 = 5 

𝑎 = 2 

]مثال( معادله خطی که از نقاط 
1

−3
] ] و

0
1

 می گذرد چیست؟ [

𝑦پاسخ: این نقاط را در معادله خط استاندارد  = 𝑎𝑥 + 𝑏    جایگذاری می کنیم تا𝑎, 𝑏 .را بیابیم 

   

45 

45 
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 𝑦 = 2𝑥 + 1    𝑎 = 2 

𝑏 = 1 

[
1
3

]     3 = a + b

[
0
1

]     1 = 0 + b
} 

 مفهوم شیب خط

 

 

 

𝐴𝐵 شیب خط =
𝑦𝐵 − 𝑦𝐴

𝑥𝐵 − 𝑥𝐴
 

 

 

 اگر عرض دو نقطه یکی باشند شیب خط صفر است همنطوری که شیب جاده ای افقی صفر است.

 پس به کمک دو نقطه شیب خط را می توانیم محاسبه کنیم و معادله خط را بیابیم.

]که از نقاط  مثال( معادله خطی را بنویسید
2
3

] و  [
0

−1
 می گذرد. [

شیب خط =
3 − (−1)

2 − 0
=

4

2
= 2 

𝑦 = 2𝑥 + 𝑏    [
0

−1
] −  جایگذاری  1 = 0 + 𝑏    𝑏 = −1  

𝑦 = 2𝑥 − 1 

 طه ای معلوم با شیب مشخص می گذردمعادله خطی که از نق

𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) 

𝐴هر نقطه ای روی این خط بگیریم با نقطه  |
𝑥1

𝑦1
می  𝑚شیب  

  سازد.
𝑦−𝑦1

𝑥−𝑥1
= 𝑚   به همین دلیل می توان معادله خط را به

  اینگونه نوشت.

B 

A  

شیب خط = 𝑚 

𝐴 |
𝑥1

𝑦1
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]مثال( معادله خطی را بنویسید که از نقطه 
0
1

می گذرد و شیب آن  [
1

3
 است. 

 پاسخ:

 

𝑦 − 1 =
1

3
(𝑥 − 0) 

 𝑦  ساده سازی =
1

3
𝑥 + 1 

 

𝒙خطوط قائم   = 𝑲 

 را در فایل اصلی ببینید.جزوه کامل 

 

𝒚خطوط افقی   = 𝑲 

 جزوه کامل را در فایل اصلی ببینید.

 

 

𝑚2)را طوری بیابید که خط به معادله  𝑚مثال(  − 1)𝑥 + (𝑚 − 1)𝑦 = 𝑚 +  ها باشد؟ 𝑥موازی محور  2

 پاسخ همه سوالات در فایل اصلی آورده شده است

𝑦)با توجه به اینکه معادله استاندارد خط  * = 𝑎𝑥 + 𝑏) در واقع فقط خطوط قائم را ، همه خطوط صفحه را شامل نمی شود (

𝑎𝑥شامل نمی شود ( لذا معادله کلی خط را به صورت  + 𝑏𝑦 + 𝑐 =  می نویسند. 0

 

𝑥 = 𝐾 

 𝑥 

𝑦  

𝑦 

𝑥  

𝑦 = 𝐾  
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 فاصله یک نقطه تا یک خط

 

]مثال( فاصله نقطه 
3

+4
𝑥از خط  [ =  را بیابید؟ 5

دارد و نیازی به  راه حل: چون خط قائم است راه حل ساده ای وجود

 استفاده از فرمول نیست.

فاصله = 5 − 3 = 2 

 

 

 

 

𝑑1 ǁ 𝑑2    𝑚1 = 𝑚2 

 .موازی برابر است وطشیب خط

 

 

𝑑1  𝑑2    𝑚2 =
−1

𝑚1
 

 .طوط قائم، قرینه و معکوس یکدیگر استشیب خ

 
 

]مثال( معادله خطی را بنویسید که از نقطه 
1

−2
𝑦بگذرد و موازی با خط  [ + 3𝑥 =  باشد. 7

  𝑦 راه حل: − (−2) = −3(𝑥 − 1) 

𝑦 + 2 = −3𝑥 + 3 

𝑦 = −3𝑥 + 1 

شیب خط = −3

[
1

−2
]

} 
𝑦 = −3𝑥 + 7  

3 

4  

𝑥 = 5  

𝑑1 

 𝑑2 

𝑑1 

 𝑑2 
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 یافتن محل تلاقی دو خط

 

 حل دستگاه دو معادله و دو مجهول همیشه منجر به جواب یکتا نمی شود.

{
𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 = 𝑐1

𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 = 𝑐2
   

    1 دو خط منطبق اند دستگاه بیشمار جواب دارد) 
𝑎1

𝑎2
=

𝑏1

𝑏2
=

𝑐1

𝑐2
     

 دستگاه جواب ندارد                    (2 دو خط موازی اند 
𝑎1

𝑎2
=

𝑏1

𝑏2
≠

𝑐1

𝑐2
     

  (3 طع انددو خط متقا  دستگاه جواب یکتا دارد      
𝑎1

𝑎2
≠

𝑏1

𝑏2
     

 

 مثال( دستگاه معادلات 

 

{
𝑚𝑥 + 𝑦 = 1

(2𝑚 + 1)𝑥 + 𝑦 = 2
 جواب ندارد؟ 𝑚به ازای چه مقدار  

   

 

تعریف شیب  بت است زیرا اگر به* خطوطی به فرم مقابل شیب شان مث

شیبدقیق شویم  =
𝑦2−𝑦1

𝑥2−𝑥1
ها  𝑥ه سمت مثبت محور و روی خطوط ب   

عودی هستند یعنی م )مخرج کسر مثبت است( این خطوط صحرکت کنی

 عرض شان در حال افزایش است.

 

 

𝑥 

 𝑦 
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خطوطی به فرم مقابل شیب شان منفی است زیرا اگر روی خطوط به سمت  *

حر کت کنیم )مخرج شیب مثبت( این خطوط نزولی هستند  𝑥مثبت محور 

 است )صورت شیب منفی می شود( شان در حال کاهش 𝑦یعنی 

 

 زاویه بین دو خط

 رسم یک خط

 چون هر خط به کمک دو نقطه مشخص می شود کافیست دو نقطه دلخواه از خط را بیابیم و رسم کنیم.

2𝑦مثال( خط به معادله  − 𝑥 =  را رسم کنید. 3

 

1 -3 𝑥 

2 0 𝑦 
 

 مسائل متفرقه

 

𝐴را طوری بیابید که نقاط  𝑚( 1مثال |
1
2

𝐵  و   |
−2
3

𝐶  و   |
7
𝑚

 بر یک استقامت باشند. 

 

* 𝑦 = 𝑚𝑥 .شیب آن  معادله دسته خطوطی است که از مبدا مختصات می گذرد(𝑚 )هر مقداری می تواند باشد 

 *𝑦 − 2 = 𝑚(𝑥 + ]معادله دسته خطوطی است که از نقطه  (1
−1
2

 می گذرد. )شیب آن هر مقداری می تواند باشد( [

𝑦خطوط به معادله  (3مثال − 𝑎𝑥 + 2𝑎 − 1 =  از چه نقطه ای می گذرد. 𝑎به ازای جمیع مقادیر  0

   پاسخ همه سوالات در فایل اصلی آورده شده است

𝐴( نقاط 4مثال |
2
5

𝐵  و  |
1
2

𝐶  و  |
7
2

 هستند. ABCسه راس مثلث  

2 

 -3 1  
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 ؟ AHالف( معادله ارتفاع 

 ؟ AHب( طول ارتفاع 

 ؟ AMمیانه  ج( معادله

 ؟ AMد( طو ل میانه 

 ؟ BCد منصف وه( معادله عم

 پاسخها و راه حل کامل در فایل اصلی آورده شده است.

5𝑚)نقطه  (5مثال + 2  , −2𝑚 + را چنان تعیین کنید که این  𝑚در ناحیه سوم صفحه مختصات قرار دارد. مقدار  (9

 نقطه از محورهای مختصات به یک فاصله باشد.

 

   

   

 

 نقطه برخورد دو خط زیر باشد A(-1, -2)را چنان تعیین کنید که نقطه  𝑚مقدار  (6مثال

𝑥

2
−

𝑦

3
=

1

6
 

2𝑚 − 3

5
𝑥 − 2𝑦 = 1 

  

 

 

, 𝑛مقادیر  (7مثال 𝑚  را چنان تعیین کنید که نقطهA(0 , -1) .نقطه برخورد دو خط زیر باشد 

(𝑚2 + 3)𝑥 − (𝑛 − 1)𝑦 = 2 − 3𝑚 

3𝑚𝑥 − (𝑚 + 𝑛 − 1)𝑦 = 0 

  

 پاسخها و راه حل کامل در فایل اصلی آورده شده است.

𝐴را چنان تعیین کنید که نقاط  K( 8مثال (
2𝐾 − 5

−2𝐾 + 6
𝐵و  ( (

2
−3

 یکدیگر باشند.نسبت به نیمساز ناحیه دوم قرینه  (

https://mirabiedu.com/
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, 𝑛( مقادیر 9مثال 𝑚  را چنان تعیین کنید که نقاط𝐴 (
𝑚 − 2𝑛
𝑚 − 2

𝐵و  ( (
𝑚 − 𝑛

2𝑚 + 1
رینه یکدیگر نسبت به نیمساز ناحیه سوم ق (

 باشند.

 

)را چنان تعیین کنید که نقطه 𝑚( مقدار 10مثال
2𝑚 − 3
1 − 𝑚

 م قرار گیرد.روی نیمساز ناحیه دوم و چهار (

𝑦راه حل: معادله خط نیمساز ربع دوم و چهارم  = −𝑥 است لذا 

1 − 𝑚 = 3 − 2𝑚       𝑚 = 2 

 

 باشد. 1-را چنان تعیین کنید که طول از مبدا خط زیر  𝑚مثال( مقدار 

2𝑚𝑥 − 3𝑦 = 𝑥 − 𝑦(𝑚 + 1) − 5 

 روی این خط قرار دارد. (0 ,1-)باشد یعنی نقطه  1-راه حل: اگر طول از مبدا خط 

−2𝑚 = −1 − 5     𝑚 = 3 

3𝑥به معادله  Dمساحت مثلثی را حساب کنید که خط  (11مثال − 2𝑦 =   با محورهای مختصات می سازد 6

 راه حل:

 

 

𝑥 = 0      𝑦 = −3 

𝑦 = 0      𝑥 = 2 

𝑎𝑟𝑒𝑎 =
2 × 3

2
= 3 

 

 

 

2𝑎𝑥به معادله  𝑑را چنان تعیین کنید که خط  𝑎( مقدار 12مثال + 3𝑦 = 𝑥 + 6 

 واحد مربع بسازد. 3ی مختصات مثلثی به مساحت با محورها

, 𝑛( 13مثال 𝑚  را چنان تعیین کنید که خط(𝑚 − 𝑛 − 4)𝑥 − (𝑛 − 2)𝑦 + 𝑚 + 4 = 0 

 قطع کند. 1-بوده و محور عرض ها را در نقطه ای به عرض  اموازی محور طول ه

-3 

2 

𝑦 

𝑥 

https://mirabiedu.com/
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𝑛𝑥( معادله قطرهای دایره ای در حالت کلی بصورت 14مثال + 2𝑦 = 2𝑛 +  است. معادله خط مماس بر دایره در نقطه 6

 𝐴 (
−1
4

 واقع بر ان دایره را بنویسید. (

 

,𝐴(−3نقاط  (15مثال ,𝐵(1و  (5 ,𝑀(1ع و راس های مجاور یک متوازی الاضلا (7 1)  

 نقطه برخورد قطرهای ان است. مختصات دو راس دیگر را بدست آورید.

 

   

𝑦ه خط ( معادله خطی را بنویسید ک16مثال + 2𝑥 = 3𝑦و خط  1را در نقطه ای به طول  3 − 𝑥 = را در نقطه ای به عرض  2

 قطع کند. 2

,𝐴(3( اگر 17ثالم ,𝐶(−1و  (1−  دو راس مقابل یک مربع باشند، اولا مساحت مربع را بدست آورید. (2

 ثانیا معادله قطرهای مربع را بنویسید.

 پاسخها و راه حل کامل در فایل اصلی آورده شده است.

,𝐴(4( دو نقطه 18مثال ,𝐵(−8و  (1−  نسبت به چه خطی قرینه اند؟ معادله آن خط را بنویسید. (5

𝑅و شعاع آن O(1, -1)( معادله دایره ای را بنویسید که مرکز آن 19مثال =  است.  3
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 فصل سوم ریاضی نهم استدلال و اثبات در هندسه 
 

 مقدمه مولف:

 این جزوه مخصوص داوطلبانی نوشته شده است که دوست دارند هندسه را در سطحی بالاتر از کتاب درسی بیاموزند.

 مثالهای زیادی در این جزوه حل شده که داوطلب مشتاق و علاقمند را سیراب میکند.

 ه را بسیار بسیار سودمند خواهند یافت.دانش آموزان قوی این جزو

از آنجایی که هیچ کاری بی ایراد نیست از خواننده درخواست میشود ایرادات و اشکالات احتمالی این جزوه را از طریق ایمیل 

 mirabieducenter@gmail.com .با ما در میان بگذارد 

 عماد میرابی

 1399آبانماه 

 

 فهرست  مطالب:

 

 
 2 .................................................................................................................................................. مثلثها یهمنهشت

 6 ................................................................................................................................................................ تشابه

 6 ......................................................................................................................................................... تالس هیقض

 6 ................................................................................................................................................. تالس هیقض عکس

 7 .................................................................................................................................................تالس هیقض میتعم

 7 ...................................................................................................................................................... متفرقه مسائل
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یک زاویه به یک فاصله باشد روی نیمساز آن  ثابت کنید هر نقطه که از دو ضلع مثال(

 زاویه قرار دارد.
 

 وصل می کنیم A را به Dاثبات: 

حکم ∶   𝐵𝐴𝐷 =  𝐶𝐴𝐷    فرض ∶ 𝐵𝐷 = 𝐶𝐷 

 

𝐴𝐷 = 𝐴𝐷
𝐵𝐷 = 𝐶𝐷

 𝐵 =  𝐶 = 90

}  
وتر و یک ضلع قائم
→        ∆𝐴𝐵𝐷 ≅ ∆𝐴𝐶𝐷   𝐵�̂�𝐷

= 𝐶�̂�𝐷 

 

 

 ود.می ش برای بیان این قضایا استفاده "قط اگراگر و ف "حیح هستند، قضایای  دو شرطی می گوییم و عبارت به قضایایی که دو طرفه ص

 هر نقطه روی نیمساز یک زاویه از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله است و بالعکس

 یک نقطه از دو ضلع زاویه به یک فاصله است اگر و فقط اگر آن نقطه روی نیمساز آن زاویه باشد.

 هر نقطه روی عمود منصف هر پاره خط، از دو سر آن پاره خط به یک فاصله است و بالعکس.

 یک نقطه از دو سر پاره خطی به یک فاصله است اگر و فقط اگر آن نقطه روی عمود منصف آن پاره خط باشد.

 

 مثال(
 

 ثابت کنید سه نیمساز هر مثلث همرسند.
 

قطع  Dرا رسم کرده تا همدیگر را در  �̂�و  �̂�اثبات: نیمسازهای زوایای 

 کنند.

O  روی نیمساز زاویه�̂�  است پس𝑂𝐷 = 𝑂𝐹 

O  روی نیمساز زاویه�̂�  است پس𝑂𝐷 = 𝑂𝐸 

 

𝑂𝐸لذا  = 𝑂𝐹  و نقطهO  از دو ضلع زاویهC  به یک فاصله است پس روی

 هم هست. �̂�نیمساز زاویه 

 

 

 

 

 مثال(
 

 ث همرسندثابت کنید سه عمود منصف هر مثل
 

 را رسم می کنیم ACو  BCاثبات: عمود منصف اضلاع 

 قطع کنند Oتا همدیگر را در 

O  روی عمود منصفBC  است پس𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 

O  روی عمود منصفAC  است پس𝑂𝐴 = 𝑂𝐶 

 
 

A 

B 

D 

C 

A 

C 

D 

B E 

O 

F 

A 

B 

C 

O 

M 

N 
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 (4مثال 
 

 در شکل روبرو 

𝐷𝐶 = 4     ,     𝐴𝐷 = 2 

𝐶𝐸 = 3     ,     𝐵𝐸 = 5 
 

 متشابه اند  ABCو  CDEثابت کنید دو مثلث 

 و نسبت اضلاع دو مثلث را بنویسید.

 
 

   

 

  AMخطی موازی  BCواقع بر ضلع  Dرا رسم می کنیم و از نقطه دلخواه  AM، میانه ABCدر مثلث  (5مثال 

 قطع کند، ثابت کنید Fرا در  AB، و Eرا در  AC ی کنیم تا رسم م
𝐷𝐸 + 𝐷𝐹 = 2𝐴𝑀 

 

 

  

 
 

 

 
 

 بر Cو  Bدر شکل روبرو نقطه های  (6مثال 

 CDو  BCو  ABواقع هستند و  ADپاره خط  

 هستند.  Pو  Nو  Oقطرهای دایره ها به مرکز 

 

 سانتی متر است  15شعاع هر یک از دوایر 
 

A B 

D 

C 

E 

A 
B C 

D 

F 
E 

O N P 

G 
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 مماس است P دایرهبر  AGو پاره خط 

 قطع می کند  Fو  Eرا در  Nو دایره 

 

 چقدر است؟ EFطول وتر 

 

 را در فایل اصلی میتوانید بیابید.پاسخ  

 

 

𝐴𝐻در شکل روبرو  (7مثال  = 𝐵𝐶و  4 = 6  

DEFG مربع است. طول ضلع مربع چقدر است؟ 

 ت داخل فایل اصلی قرار دارد.پاسخ و یا اثبات همه سوالا

 

 
   

 

 است AMوسط میانه  Oدر شکل روبرو  (8مثال 

نسبت 
𝐴𝐸

𝐴𝐶
 چیست؟ 

 

 
 راه حل: 

 
∆ 𝐴𝑀𝐸:𝑂𝐷 ǁ 𝑀𝐸   

𝐴𝑂

𝑂𝑀
=
𝐴𝐷

𝐷𝐸
= 1 

 

∆ 𝐵𝐶𝐷:𝑀𝐸 ǁ 𝐵𝐷    
𝐶𝑀

𝑀𝐵
=
𝐶𝐸

𝐸𝐷
= 1 

 

برابرند و  ECو  DEو  ADپس پاره خط های 
𝐴𝐸

𝐴𝐶
=
2

3
 

 

 

 

 

A 

B C 

D E 

G H F 

A 

B C 

D 

E 

M 
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𝐴𝐸در مستطیل شکل روبرو  (9مثال  ⊥ 𝐵𝐷      و𝐴𝐵 = 3𝐴𝐷 

𝐷𝐶

𝐷𝐸
=? 

 

 
 را در فایل اصلی میتوانید بیابید.پاسخ  راه حل:

 

 

 

 هستند BCو  ADوسط های  Nو  Mنقاط  ABCDدر ذوزنقه  (10مثال 

𝐷𝐶اگر  = 8  , 𝐴𝐵 =  است؟ چقدرEF طول پاره خط  6

 

 
 راه حل:

 

  را در فایل اصلی میتوانید بیابید.پاسخ 

 

 وسط ای اضلاع مربع Qو  Pو  Nو  Mدر شکل روبرو  (11مثال 

EFGH  هستند، نسبت مساحت مربعABCD 

 چیست؟ EFGHبه مساحت مربع 

 

 

 

 
  را در فایل اصلی میتوانید بیابید.پاسخ  

 

مثال 

12) 

 کنار هم قرار گرفته اند 3 ,4 ,5سه مربع به اضلاع 

,𝑧طول پاره خط های  𝑦, 𝑥 .را بیابید 

 

 
 راه حل: 

 
∆ 𝐴𝐺𝐵: 𝐸𝐹 ǁ 𝐴𝐵      

𝐸𝐹

𝐴𝐵
=
3

12
 

 𝐸𝐹 =  
5

4
= 𝑦 

∆ 𝐴𝐺𝐵: 𝐷𝐶 ǁ 𝐴𝐵      
𝐶𝐷

𝐴𝐵
=
7

12
 

 

 

A B 

D C E 

F 

D 

A B 

C 

F E 
M N 

A 

B 

D 

C 
Q 

F 

N 

M E 

H P G 

5 

4 

3 
𝑧 

𝑥 
𝑦 
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   𝐶𝐷 =
35

12
= 𝑥 

 𝐶𝐻 = 5 −
35

12
=
25

12
 

 

𝑧 = √52 + (
25

12
)2 

  

 

 ثابت کنید میانه های هر مثلث هم رسند (13مثال 

 

 

 را رسم می کنیم تا ABCدر مثلث  BNو  AMاثبات: میانه های 

 قطع کند. Gهمدیگر را در 
𝐶𝑀

𝑀𝐵
=
𝐶𝑁

𝑁𝐴
= 1      𝑀𝑁 ǁ 𝐴𝐵 

 
𝐶𝑀

𝐶𝐵
=
𝑀𝑁

𝐴𝐵
=
1

2
 

 

 

 متشابه اند و نسبت تشابه آنها  GABو  GMNمثلث های  
1

2
است. پس  

𝐺𝑀

𝐴𝐺
=
𝐺𝑁

𝐺𝐵
=
1

2
 

 

 را هم  Cقطع می شوند. حال اگر میانه نظیر راس  2به  1به نسبت  Gبنابراین میانه های مثلث توسط نقطه 

 د.قطع می کن Gرا در  AMرسم کنیم حتما 

 

 

 

مثال 

14) 

 ثابت کنید ارتفاع های هر مثلث همرسند.

 

 به  ABCمثلث  Cو  Bو  Aاثبات: از رئوس 

 

 موازات اضلاع مقابل رسم می کنیم

 

 تا شکل مقابل بدست آید.

 
𝐴𝐸

𝐷𝐸
=
𝐶𝐸

𝐹𝐸
=
𝐷𝐵

𝐷𝐹
=
𝐷𝐴

𝐷𝐸
 

 𝐴𝐸 = 𝐷𝐴 

  

 هم وسط اضلاع C و Bبه طریق مشابه می توان نشان داد که نقاط  

 

DF  وFE  هستند. پس ارتفاع های مثلثABC  عمود منصف های مثلثDEF هستند و قبلا اثبات کرده ایم 

 

 

B H 

G 

E 

C 

F A D 

A 

B C M 

N 

G 

A 

B 
C 

D 

F 

E 

H 
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 که عمود منصف های هر مثلث چرا همرسند )استفاده از خاصیت عمود منصف(

 
𝐴𝐻  𝐵𝐶

𝐵𝐶 ǁ 𝐷𝐸
}     𝐴𝐻  𝐷𝐸 

 
 

 قائم الزاویه است ABCمثلث  (15مثال 

 

 مربع است DEFGو 

 

𝐺𝐹2ثابت کنید  = 𝐵𝐺 × 𝐹𝐶 

 

 
 اثبات:

 

  را در فایل اصلی میتوانید بیابید. اثبات

 

 قطع می کنند Mره که همدیگر را در از دای BDو  ACبرای هر دو وتر دلخواه  (16مثال 

 

 ثابت کنید

𝑀𝐴 ×𝑀𝐶 = 𝑀𝐵 ×𝑀𝐷 

 

 
 متشابه اند. MCDو   MAB را رسم کرده و ثابت می کنیم که مثلث های CDو  ABوترهای  اثبات:

 

�̂� =
𝐴𝐷⏜

2

 𝐶 =
𝐴𝐷⏜

2
}
 
 

 
 

   
 𝐵 =  𝐶

 𝐴𝑀𝐵 =  𝐷𝑀𝐶
}       ز ز    ∆ 𝑀𝐴𝐵 ~ ∆ 𝑀𝐶𝐷 

   
𝑀𝐴

𝑀𝐷
=
𝑀𝐵

𝑀𝐶
      𝑀𝐴 ×𝑀𝐶 = 𝑀𝐵 ×𝑀𝐷 

 

 

 

 مماس بر دایره است.  MTدر شکل روبرو  (17مثال 

 ثابت کنید

𝑀𝐴 ×𝑀𝐵 = 𝑀𝐷 ×𝑀𝐶 = 𝑀𝑇2 

 

 
  را رسم کرده و براحتی اثبات می شود که  BDو  ACوترهای  اثبات:

A 

B C 

D E 

F G 

A 

D 

B 

C 

M 

A B 

C 

D 

M 

T 
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 در شکل روبرو  (21مثال 

𝑄𝑅 = 𝑅𝑆 = 𝑄𝑇 

𝑃𝑇 = 𝑇𝑅 
 

 

 ثابت کنید:

 

 𝑃𝑇𝑄الف(  =  𝑇𝑅𝑆 

 

𝑃𝑄ب(  = 𝑇𝑆 

  

   
 

 متوازی الاضلاع است. ثابت کنید ABCD:  24مثال 

𝑥2 = 𝑦(𝑦 + 𝑧) 
 

 

 

 اثبات:

ت داخل فایل اصلی قرار پاسخ و یا اثبات همه سوالا

 دارد.

 

 

 

 

 

 ذوزنقه قائم الزاویه است. ABCD:  25مثال 

𝐴𝐵 = 16 

𝐷𝐶 = 4 

𝐵𝐸 = 10 

𝐸𝐶 = 5 
 مساحت ناحیه هاشورخورده را حساب کنید

 ت داخل فایل اصلی قرار دارد.پاسخ و یا اثبات همه سوالا

 

 

ABCD .مربع است 

𝐴𝐸 = 𝐷𝐹 
 

𝐵𝐾 = 8 
 

𝐹𝐾 = 2 
 

𝐾𝐸 = 𝑥 =? 
 

 : 26مثال 

𝐶𝐹 = 𝐷 اه حل:ر  

Q 

P 

T 

R S 

B 

𝑦  

 𝑧 
G  

 𝑥 

D  

F  
 E 

 A 

 C 

 A 

D 

 B 

C 

F 
E 

16 

4 

5 

10 

 A 

D 

 B 

C 

K 

E 

F 

8 

2 

𝑥 

https://mirabiedu.com/
https://mirabiedu.com/
https://mirabiedu.com/
https://mirabiedu.com/
https://mirabiedu.com/
https://mirabiedu.com/
https://mirabiedu.com/


 

15 | P a g e  

 mirabiEDU.com 

 ت داخل فایل اصلی قرار دارد.پاسخ و یا اثبات همه سوالا

 

 

Example 27) ABCD is square 

 

𝐴𝐸 = 𝐸𝐾 = 3 
 

𝐸𝐾  𝐷𝐹 
 

𝐵𝐸 = 2 
 

𝐶𝐹 =? 
  

 ت داخل فایل اصلی قرار دارد.پاسخ و یا اثبات همه سوالا 
 

 

  
 

 

Example 28) 

 

ABCD is square 

 

𝐴𝐸  𝐴𝐹 
 

 𝐴𝐹𝐵 = 55° 
 

 𝐹𝐸𝐶 =? 
 

 
   

 ت داخل فایل اصلی قرار دارد.پاسخ و یا اثبات همه سوالا

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 A  B 

C D 

F 

E 

K 

3 

3 2 

 A  B 

D C 

F 

E 

55 
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 گویا عبارات آموزشی جزوه

 دکتر عماد میرابیتالیف : 
 

)99آبان  ( ویرایش 1399 اردیبهشت  

 

mirabiEDU.com 
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 مقدمه مولف: 

 ست.این جزوه آموزشی هم براي دانش آموزان متوسط و هم قوي قابل استفاده ا

 سعی شده با حل مثالهاي فراوان، نکات و جزئیات این فصل بصورت کامل پوشش داده شود.

 داوطلبان کنکور و دانش آموزان قوي، این جزوه آموزشی را بسیار سودمند خواهند یافت.

 عماد میرابی

 1399آبانماه 

 

 فهرست  مطالب:

 
 2 ....................................................................................... ایگو عبارات فیتعر

 2 .............................................................................. ایگو يها عبارت فیتعر دامنه

 3 ................................................................................ ایگو عبارت کی کردن ساده

 3 ............................................................................ ایگو يها عبارت میتقس و ضرب

 4 ............................................................................. ایگو يها عبارت قیتفر و جمع

 4 ........................................................................ يا جمله کی بر يا جمله کی میتقس

 5 ....................................................................... يا جمله کی بر يا جمله چند میتقس

 5 ....................................................................... يا جمله چند بر يا جمله چند میتقس

 5 ............................................................................................ میتقس هیقض

 6 ................................................................. يا جمله چند بر يا جمله چند عیسر میتقس
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 تقسیم چند جمله اي بر یک جمله اي 
 

 تقسیم چند جمله اي بر چند جمله اي
 

 تقسیم هاي زیر را انجام دهید و خارج قسمت و باقیمانده را بیابید؟مثال) 

4𝑥𝑥3) ( الف − 3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 7) ÷ (𝑥𝑥2 − 2) 

𝑥𝑥2) ( ب − 5𝑥𝑥 − 24) ÷ (𝑥𝑥 − 8) 

𝑥𝑥3) ( ج + 1) ÷ (𝑥𝑥 − 1) 

6𝑥𝑥3) ( د − 19𝑥𝑥2 + 16𝑥𝑥 − 4) ÷ (2 − 𝑥𝑥) 

  
  

 

 قضیه تقسیم
𝑥𝑥بر  P(x)اگر  − 𝑎𝑎  راتقسیم شود، خارج قسمت Q(x)  و باقیمانده را𝑅𝑅 .بنامیم 

 
⇒    P(x) = (x − a)Q(x) + R 
 
 

𝑃𝑃(𝑥𝑥)       𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 
 
                𝑄𝑄(𝑥𝑥) 
 
   R 

  جایگذاري کنیم 𝑥𝑥  ،𝑎𝑎حال اگر در رابطه بالا به جاي 
P(a) = R 

 و این یعنی باقیمانده تقسیم را می توان بدون انجام عمل تقسیم محاسبه کرد.

 

*𝑃𝑃(𝑎𝑎)  برابر است با باقیمانده تقسیم𝑃𝑃(𝑥𝑥)  بر  x − a 

* 𝑃𝑃(2)  برابر است با باقیمانده تقسیم𝑃𝑃(𝑥𝑥)  بر  x − 2 

* 𝑃𝑃(−3)   برابر است با باقیمانده تقسیم𝑃𝑃(𝑥𝑥)  بر  𝑥𝑥 + 3 

 

P(x)مثال) باقیمانده تقسیم  = 𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 𝑥𝑥  بر  1 −  را بیابید. 2
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 ها در فایل اصلی آورده شده استپاسخ

 

 

𝑥𝑥3را طوري بیابید که عبارت جبري  mمثال)  − 𝑚𝑚𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥  بر  4 +  اشد؟بخشپذیر ب  1

 ها در فایل اصلی آورده شده استپاسخ

 

𝑥𝑥بر  𝑃𝑃(𝑥𝑥)مثال) باقیمانده تقسیم  −  و  3مساوي با  2

𝑥𝑥 بر 𝑃𝑃(𝑥𝑥)باقیمانده تقسیم            −  شده است. 5 مساوي با   3

𝑥𝑥2 بر 𝑃𝑃(𝑥𝑥)مانده تقسیم باقی            − 5𝑥𝑥 +  را بدست آورید. 6

 ها در فایل اصلی آورده شده استپاسخ

 

𝑥𝑥5 مثال) باقیمانده تقسیم  − 𝑥𝑥   بر  𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥 .را بیابید 

 بگذاریم. 𝑥𝑥داشتیم به جاي آن  𝑥𝑥3پاسخ: یک روش سریع یافتن باقیمانده این است که هر کجا 

𝑥𝑥5 − 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥3. 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 → 𝑥𝑥. 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥 → 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 = 0 

𝑥𝑥5لذا  − 𝑥𝑥  بر𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥 .بخشپذیر است 

 مثالهاي زیر را ببینید. ده کرد.ا* از همین تست بخشپذیري در تجزیه عبارات جبري دشوار می توان استف

 

 مثال) عبارات جبري زیر را تجزیه کنید؟

𝑥𝑥3 ( ج + 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 4𝑎𝑎3 الف ) 𝑥𝑥3 − 7𝑥𝑥 + 6 
 

3𝑥𝑥2 ( د − 2𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥4 ( ب 21 − 5𝑥𝑥 − 22 
 

 ها در فایل اصلی آورده شده استپاسخ

 

 تقسیم سریع چند جمله اي بر چند جمله اي
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 حجم و سطح آموزشی جزوه

 دکتر عماد میرابیتالیف : 

 

99آبانماه   
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 مقدمه مولف:

 الاتر از کتاب درسی بیاموزند.این جزوه مخصوص داوطلبانی نوشته شده است که دوست دارند هندسه را در سطحی ب

 مثالهای زیادی در این جزوه حل شده که داوطلب مشتاق و علاقمند را سیراب میکند.

 دانش آموزان قوی این جزوه را بسیار بسیار سودمند خواهند یافت.

زوه را از طریق ایمیل از آنجایی که هیچ کاری بی ایراد نیست از خواننده درخواست میشود ایرادات و اشکالات احتمالی این ج

 mirabieducenter@gmail.com .با ما در میان بگذارد 

 عماد میرابی

 1399آبانماه 

 

 فهرست  مطالب:

 
 1 .................................................................................................................................................................. کره

 2 ................................................................................................................................................... استوانه و منشور

 4 ..................................................................................................................................................... مخروط و هرم

 6 ........................................................................................................... بالعکس و ان مساحت کمک به کره حجم محاسبه

 8 ................................................................................................................................................... لیمستط مکعب

 8 ............................................................................................................................................................... مکعب

 8 ...................................................................................................................................................... متفرقه مسائل

 

 رهک

 

نقاطی از صفحه که از یک نقطه خاص به فاصله ثابتی باشند. دایره: مکان هندسی  
 

 مکان هندسی نقاطی از فضا که از یک نقطه خاص به فاصله ثابتی باشند.کره:  
 

 4𝜋𝑅2مساحت کره = 
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https://mirabiedu.com/
https://mirabiedu.com/
https://mirabiedu.com/
mailto:mirabieducenter@gmail.com
http://alum.sharif.edu/~emad_mirabi/


 

2 | P a g e  

 mirabiEDU.com 

حجم کره = 
4

3
𝜋𝑅3 

 

 مساحت و حجم یک کره از نظر عددی برابر است. شعاع این کره چقدر است؟ مثال:

 پاسخ:

4

3
𝜋𝑅3 = 4𝜋𝑅2  𝑅 = 3  

 درجه دوران می دهیم حجم شکل ایجاد شده چقدر است؟ 90را حول قطر ان به اندازه  cm 4مثال: نیم دایره ای به شعاع 

 پاسخ: شکل ایجاد شده ربع یک کره است.

V =
1

4
(

4

3
𝜋𝑅3) =

𝜋𝑅3

3
=

64𝜋

3
 

 منشور و استوانه
 

 

 

 منشور دایره باشد منشور استوانه نام دارد.ر چیزی باشد و وقتی قاعده قاعده منشور میتواند ه

 فرمولهای زیر برای هر منشوری صادق هستند.

 رب در ارتفاعضجانبی برابر است با محیط قاعده  مساحت .1

 مساحت کل برابر است با مساحت جانبی به علاوه دو برابر مساحت قاعده .2

 رب در ارتفاعحجم منشور برابر است با مساحت قاعده ض .3

 

  

لعیمنشور با قاعده چهارض  استوانه  منشور با قاعده مثلث  
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 ، دو کره دقیقا داخل استوانه ای قرار گرفته اند. چه کسری از حجم استوانه توسط دو کره اشغال شده است؟زیرمثال: مطابق شکل 

 

 پاسخ:

 در فایل اصلی آورده شده استپاسخها 

 

 

 

 

 را یک بارحول طول و بار دیگر حول عرض آن دوران می دهیم، نسبت دو حجم ایجاد شده چقدر است؟ 3×4مثال( مستطیلی به ابعاد 

 فایل آورده شده است.پاسخ ها و راه حل کامل سوالات در نسخه اصلی 

 

 

باشد فاصله مرکز کره تا صفحه  16𝜋را قطع می کند. اگر سطح مقطع ایجاد شده دایره ای به مساحت  5مثال( صفحه ای، کره ای به شعاع 

 چقدر است؟

  پاسخ:
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  رم و مخروطه

 

حجم هرم =  
1

3
 (ارتفاع)( مساحت قاعده)

 

 

 ( از دوران شکل روبرو حول یکی از شعاع ها، چه شکلی بوجود می آید؟مثال

 حجم ناحیه هاشورخورده چقدر خواهد بود؟

  
 

 

 سانتی متر است. 5سانتی متر و طول یالها  4برابر  OHارتفاع زیر مثال( در هرم مربع القاعده 

OA = OB = OC = OD = 5 cm 

 

 الف( حجم هرم چقدر است؟

 ب( مساحت کل هرم چقدر است؟

 فایل آورده شده است.پاسخ ها و راه حل کامل سوالات در نسخه اصلی  پاسخ(

 

O 

 A 

 H 

C  

D  

B  

 هرم با قاعده چهارضلعی  مخروط  هرم مثلثی
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 * اگر در یک هرم، چند ضلعی قاعده، یک چند ضلعی منتظم باشد و وجه های جانبی با هم همنهشت باشند، هرم را منتظم می گویند.

یک هرم با قاعده مثلث است که همه وجوه آن مثلث متساوی الاضلاع هستند.چهار وجهی منتظم *   

 𝜋𝑟𝑙* مساحت جانبی مخروط = 

 

 میشود. برش بزنیم گسترده آن قطاعی به شکل زیراثبات: اگر در راستای یک یال مخروط را 

 

 روش اول( به کمک رابطه ای که طول کمان را به شعاع و زاویه مرتبط می کند داریم:

 

 )زاویه بر حسب رادیان()شعاع(= طول کمان

 

2πr = l ×∝ 

 
1

2
𝑟2 ×  = مساحت قطاع  (زاویه بر حسب رادیان)

 

=
1

2
𝑙2 × (

2𝜋𝑟

𝑙
) = 𝜋𝑟𝑙 

 

 

 روش دوم: برای آن دسته از خوانندگان این جزوه که واحد رادیان برای زاویه را نمی دانند می توان اینطور توضیح داد که 

 

𝑙 

∝  
 2𝜋𝑟 

𝑙 

𝑟 
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طول کمان

 محیط دایره
=

 زاویه مرکزی

360
=  

مساحت قطاع

 مساحت دایره
 

 

2πr

2πl
=

 مساحت قطاع

πl2
  مساحت قطاع =  𝜋𝑟𝑙 

 

 

 

 مثال( قطاعی به شکل روبرو داریم.

 

 

 الف( مساحت و محیط آن را بدست آورید؟

 

ب( اگر به کمک این قطاع مخروطی بسازیم حجم و مساحت 

 مخروط را بدست آورید؟جانبی 

 

 پاسخ: 

 

 محاسبه حجم کره به کمک مساحت ان و بالعکس
فرض کنید سطح کره را به تعدادی زیاد چند ضلعی ریز بشکنیم. از متصل کردن محیط این چند ضلعی ها به مرکز کره هرم هایی بدست می 

 آید که ارتفاع آنها را می توان با تقریب خوبی شعاع دایره در نظر گرفت.

 این هرم ها مساوی با حجم کره است. حجم جموعم

 

 

حجم کره =
1

3
𝑅𝑆1 +

1

3
𝑅𝑆2 + ⋯ 

=
1

3
𝑅(𝑆1 + 𝑆2 + ⋯ ) 

=
1

3
𝑅(4𝜋𝑅2) 

=
4

3
𝜋𝑅3 

4 

 120 

 4 
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 است. aمثال( یک چهار ضلعی منتظم داریم که طول هر یال آن 

 بیابید.  aف( مساحت کل این چهار وجهی منتظم را برحسب ال

 بیابید.  aب( حجم این چهار وجهی منتظم را برحسب 

 

 
 

 

 مکعب را بدست آورید؟مثال( کره ای داخل یک مکعب محاط است. نسبت حجم کره به 

 پاسخ: 

2R = a 

 

حجم کره

حجم مکعب
=

4
3 πR3

(2R)3
=

4
3 𝜋

8
=

𝜋

6
 

 

 

 

𝑎 

𝑎  

 𝑎 

 𝑎 

𝑎 
 R 
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 مکعب مستطیل

حجم مکعب مستطیل = 𝑎𝑏𝑐 

 

مساحت جانبی = 2c(a + b) 

مساحت کل = 2(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐) 

قطر یک وجه = NQ قطر = √a2 + b2 

𝑀𝑄 = قطر مکعب مستطیل = √𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 

 

 مکعب

حجم مکعب = 𝑎3 

 

مساحت جانبی = 4𝑎2 
مساحت کل = 6𝑎2 

قطر هر وجه = 𝑎√2 
قطر مکعب = 𝑎√3 

 

 مسائل متفرقه
 

 ( مکعبی داخل یک کره محاط شده است. نسبت حجم مکعب به کره را بدست آورید؟1مثال

 پاسخ: قطر مکعب مساوی با قطر کره است.

a√3 = 2𝑅 

حجم مکعب

حجم کره
=

a3

4
3 π(

a√3
2 )3

=
1

4
3 π ×

3√3
8

=
2

π√3
 

 

 چقدر است؟ AĈF( در مکعب روبرو زاویه 2مثال

𝑎 

M  

𝑐  

 Q  𝑏 

 N 

𝑎 

 𝑎 

𝑎  

https://mirabiedu.com/
https://mirabiedu.com/
https://mirabiedu.com/
https://mirabiedu.com/
https://mirabiedu.com/
https://mirabiedu.com/
https://mirabiedu.com/


 

9 | P a g e  

 mirabiEDU.com 

 

 
 

 

سانتی متر محاط شده  3سانتی متر، یک مخروط به شعاع قاعده  5( در کره ای به شعاع 3مثال

 است.

 حجم مخروط چقدر است؟

 
 

 

 فایل آورده شده است.پاسخ ها و راه حل کامل سوالات در نسخه اصلی 

 

باشد را حول ساق قائم آن دوران دهیم،  8سانتی متر و ساق قائم آن  20و   10ی آن وزنقه قائم الزاویه ای که قاعده هاذ (4مثال

 حجم شکل حاصل را حساب کنید.

 

 

   
   

 

 مثال

5) 

لد یک مخروط ناقص برابر مجموع شعاع های دو قاعده آن باشد، ثابت کنید ارتفاع مخروط ناقص دو برابر جذر اگر مو

حاصلضرب دو شعاع بوده و حجم آن برابر حاصلضرب سطح کل در 
1

6
 ارتفاع است. 

 

 

 مثال

6) 

وریکه هر تکه را طداریم. نشان دهید چگونه می توان این مقوا را به سه قطعه برید ب 5cmو  3cmی به ابعاد یک ورقه مستطیل

 بتوان فقط با تا کردن به یک جعبه مکعبی بدون در تبدیل کرد.

 

 پاسخ: 

  

 

F 

 A 

 E 

B   C 

3 
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KR (0و استوانه ای به ارتفاع  Rکره ای به شعاع  (7مثال < 𝐾 < 2) 

 

  Rو  Kعاع استوانه را بر حسب محاط در کره مفروض اند. اولا ش

 

 بنویسید و ثانیا ثابت کنید اختلاف حجم بین کره و استوانه

 

 عبارتست از 

16 − 3(4 − 𝐾2)

12
× 𝜋𝑅3 

 

 

   
 

 

 (8مثال
 

 دوران می دهیم. °270به اندازه  ABنیم دایره مقابل را حول قطر 

 

 بی و حجم شکل حاصل را محاسبه کنید.مساحت جان

 

 
 پاسخ: 

 
حجم =

3

4
×

4

3
𝜋𝑅3 = 𝜋𝑅3 

 

سطح کل =
3

4
(4𝜋𝑅2) + 2 (

𝜋𝑅2

2
) = 3𝜋𝑅2 + 𝜋𝑅2 = 4𝜋𝑅2 

 

 

 

,𝑐یک منشور با قاعده مثلث قائم الزاویه به اضلاع  (9مثال 𝑏, 𝑎  2و ارتفاع𝑅 

 مفروض است.

خواهیم توپی کروی شکل چنان محاط کنیم که این  داخل این منشور می

 توپ به وجوه منشور و همچنین به دو قاعده آن مماس باشد.

 

,𝑐را بر حسب  Rالف( 𝑏, 𝑎 محاسبه کنید 

 

 ب( ثابت کنید اختلاف سطح کل منشور و توپ از رابطه زیر بدست می آید.

3𝑏𝑐 − 𝜋(𝑏 + 𝑐 − 𝑎)2 

 

 

   راه حل:
 

 A B  O 

R 

𝑎 

𝑏 

𝑐 
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دوران کامل می دهیم. ثابت  BCرا حول وتر  ABCمثلث قائم الزاویه  (10مثال

کنید حجم حاصل از رابطه 
𝜋𝑏2𝑐2

3𝑎
 بدست می آید.  

 

 

 

 
 

 محاط است.  Rو شعاع قاعده  ℎر مخروطی به ارتفاع د 𝑎کره ای به شعاع  (11مثال

 ثابت کنید
1

𝑎2
−

1

𝑅2
=

2

𝑎ℎ
 

 

 اثبات: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

,𝑜𝑧در شکل مقابل سه محور  (12مثال 𝑜𝑦, 𝑜𝑥 دو بدو 

 

  Oاندازه ارتفاع وارد از راس  OABCبر هم عمودند، در هرم 

 

 چقدر است؟ ABCبر صفحه 
𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 = 1 

 

 

 
   
 

 فایل آورده شده است.پاسخ ها و راه حل کامل سوالات در نسخه اصلی 

 

 

 

 

𝑏 

𝑐 

 A 

B  

C  

𝑥 

ℎ 

𝑦 

 O 

 A 

B  

C  

𝑧 

𝑦 

𝑥 
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